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Definicion de Polinomio

. n n—1 2
P(x)=a,x" +a, ;x"  + ... +a,x" +a;x+a,

7 B ,dy , Q) , 0y €R
a, #0
neN
n es el grado del polinomio
anxn , an_lxn_l s eeeeaeans , a2x2 » X, 4 son los términos del polinomio
Ay s Qg 5 eennennn >y , Ay, 4y son los coeficientes del polinomio
a, es el coeficiente principal del polinomio
a, es el término independiente del polinomio
Ejemplos
A(x) =-2x" +6x7 +x =5 B(x)=—x"+3x+2 C(x)=7x" +2x" —6x" +14x
grado 3 grado 2 grado 5
coeficientes 2 6 1 -5 coeficientes -1 3 2 coeficientes 720 -614 0
coeficiente principal -2 coeficiente principal -1 coeficiente principal 7
término indep. -5 término indep. 2 término indep. 0
Algunos conceptos bdsicos
Grado de un polinomio: es el mayor exponente de la variable x (es el n)
Polinomio nulo: P(x)=0 (todos sus coeficientes valen 0 y no tiene grado)
Polinomio completo: ninguno de sus coeficientes vale 0 (“tiene todos sus términos™). Ej: Ay B
Polinomio incompleto: por lo menos uno de sus coeficientes vale 0 (“faltan términos”™). Ej: C

A los polinomios se los denomina con letras mayusculas.
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Operaciones con polinomios

SUMA

Se suman los coeficientes de los términos de igual exponente.

Ejemplos:

1) A(x)=-5x"+3x"-20x+12
B(x)=x"—-5x"-5x—-1

A(x)+B(x) = (—5x3 +3x° —20x+12)+(x3 —5x° —Sx—l)

A(x)+B(x) =|-5x"| +3x° 20x +12 |+x°| —5x> —5x —1=
A(x)+B(x) =|—4x’ | -2x° 25x +11
A(x)+B(x)=—4x> —2x* —25x+11

2) A(x)=6x"+8x"—2x+5
B(x)=—4x" —8x> +4

A(x)+ B(x) = (6x3 +8x” —2x+5)+(—4x3 —8x* +4)

A(x)+ B(x) =|6x’| +8x° " ox 45 |—4x®| —8x? 14
A(X)+B(x) = 22| +0x* —2x 49
A(x)+B(x)= 2x —2x+9
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RESTA

Se le suma al primer polinomio el opuesto al segundo.
A-—B=A+(-B) siendo — B el polinomio opuesto de B
Ejemplos:

1) A(x)=-5x"+3x>-20x+12
B(x)=x"-5x"-5x-1

A(x)—B(x) = (—5x3 +3x7 —20x+12)—(x3 —5x7 —Sx—l)
A(x)—B(x) = (—5x3 +3x° —20x+12)+(—x3 +5x° +5x+1)

A(x)—B(x) =|=5x"| +3x° 20x +12 |—x| +5x> +5x +1=
A(x)—B(x) =|—6x"| +8x° “15x +13
A(x)—B(x)=—6x" +8x" —15x+13

2) A(x)=6x"+8x"—2x+5
B(x)=—4x’ —8x’ +4

A(x)—B(x) = (6x3 +8x —2x+5)—(—4x3 —8x% + 4)
A(x)-B(x) = (6x3 +8x? —2x+5)+(+4x3 +8x? —4)

A(x)—B(x) = [6x| +8x° T0x 45 |+4x’| +8x% 4
A(x)— B(x) =/10x| +16x7 —2x +1
A(x)—B(x)=10x" +16x" —2x+1
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MULTIPLICACION

Se aplica la Propiedad Distributiva
(se multiplica cada término de A por cada término de B y luego se suma todo)

Recordar que para multiplicar 2 términos: se multiplican los coeficientes (incluyendo sus signos) y se
suman los exponentes.

Ejemplo:

A(x)=-2x" +5x> —4x+2
B(x)=2x"+6x-3

A(x).B(x) = (-2x" +5x" —4x +2).(2x° +6x-3)

—2x3).<2x2 +6x-3)=-4x" —12x* +6x°

( )=
(+5x7).(2x7 + 6x—=3) = +10x* +30x° ~15x
(—4x).(2x7 +6x—3) = —8x" —24x +12x

(

+2).(2x% + 6x=3) = +4x> +12x -6

S

A(x).B(x) = |45’ 12" +6x° +10x" 430x° —15x> —8x'—24x> +12x +4x> +12x —6

—_~

A(x).B(x) =|=4x"| 2x* +28x° —35x" +24x -6

A(x).B(x) =—4x" —2x" +28x> =35x" +24x—-6

Observacion:

El grado del polinomio resultante es la suma de los grados de los polinomios que se multiplicaron.
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DIVISION

Dividir un polinomio P (dividendo) entre otro polinomio D (divisor) consiste en hallar un
polinomio Q (cociente) y un polinomio R (resto) que cumplan 2 condiciones:

P(x) = D(x).0(x) + R(x)
gradode R(x) < gradode D(x) o R(x)=0

Se suele expresar la division con el siguiente esquema (similar a la divisién entre nimeros):

P() D)
R(x) QO(x)

El divisor debe ser no nulo (D(x) # 0)
grado de P > grado de D

IMPORTANTE

Ejemplo:  p(y)=2x* —x* +2x* —x-23

D(x)=x"+4
2
— X +2x7—x-23 'i%%+4 — 2x* =247
25" —8x’ 2x*—x—6 £~
1
—6x"—x—23 — =

Entonces : O(x)=2x>-x—-6
R(x)=3x+1

Se puede, para verificar que Q y R son los correctos, comprobar: P=D.Q+ R
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Polinomios Divisibles

P(x) es divisible entre D(x) si y solo si el resto de su division es el polinomio nulo (R = 0).

Es decir que:

P(x) es divisible entre D(x) < P(x) M (dicho deotra forma: P(x) = D(x).0(x))
0 Ox)

Ejemplo: %’HO x+2
55 -10 5

0 > R=0 = 5x+10 es divisible entre x+2

ESQUEMA DE RUFFINI
Sirve para dividir polinomios mas facilmente cuando el divisor es de la forma X — &

Forma general:

| coeficientes del dividendo

| coeficientes del cociente || R

Los datos que siempre hay que ingresar en el esquema son los coeficientes del polinomio dividendo (en la
parte superior del esquema) y & (en la casilla izquierda del esquema).

El esquema calcula los coeficientes del polinomio cociente (cuyo grado siempre serd uno menos que el
grado del dividendo) y el resto (que siempre serd un numero ya que el divisor es de grado 1).

Ejemplos:
2) Hallar cociente y resto resultantes de dividir
1) Hallar cociente y resto resultantes de dividir P(x)=—-x"+5x"—6x+7 entre x+3
P(x)=2x"—6x+5 entre x—2
) X+3=0
x—2=0
x=-3 = a=-3
x=2 = a=2
-1 0 5 -6 7
2 | 0| 615 -3 3 | 9 [12]-18
2 4 | 8 | 4 A4 3| 4| 6 |-11
2 4 2 9
O(x) =2x" +4x+2 O(x) =—x’ +3x" —4x+6
R=9 R=-11
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Teorema del Resto

H) P(x) lx=a  T) P@=R
R O®)

Demostracion :
por Hipotesis : P(x)=(x—a).0(x)+ R (ver definicion de division)
evaluando en x=a : P(a) =(a—a).Q(a)+ R
Plx)= 0Q0(a)+R
P(a) = 0+R
P(@)=R  (SE LLEGO A LA TESIS)

Ejemplo:
Sea P(x)=5x"+4x-2

Si dividimos P(x) entre x -1 (hay que hacer la division), el resto es 7.
Es decir que: | P(x) |[x—1
7 0K)

Y al evaluar P(x) en 1 (en este caso o =1), podemos comprobar

que se cumple lo afirmado por la tesis del teorema:| P(1)=7
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Teorema de Descartes

P(x) es divisible entre (x—a) < P(a)=0

Para demostrar esto, hay que demostrar el Directo (= ) y el Reciproco (<):
DIRECTO
H) P(x) es divisible entre (x — ) T) P()=0

Demostracion :
por Hipotesis: P(x)=(x—a).Q(x)  (ver definicion de polinomios divisibles)
evaluando en x =a : P(a) =(a—a).0(x)
Pla)= 0Q0(a)
P(a)= 0 (SE LLEGO A LA TESIS DEL DIRECTO)

RECIPROCO
H) P(a)=0 T) P(x) es divisible entre (x—a)

Demostracion :
dividamos P entre (x—a): P(x) |x—«
R O(x)
o sea que se cumplira que: P(x)=(x—a).0(x)+R (ver definicion de division)

evaluando en x=a: P(a)=(a—-a)Q(x)+R
Pla)= 0Q0(a) +R
P(a) = 0 +R
P(a)=R }
= R
por Hipotesis: P(a)=0

=0

por definicion de divisibilidad de polinomios: R=0 = P(x) es divisible entre (x —a)
(SE LLEGO A LA TESIS DEL RECIPROCO)

Ejemplo:

Sea P(x)=-3x>+3x+6

Si dividimos P(x) entre x-2 (hay que hacer la division), el resto es 0.

Es decir que: | P(x) es divisible entre x—2

Y al evaluar P(x) en 2 (en este caso o =2), podemos comprobar

que se cumple lo afirmado por el teorema: | P(2)=0

10
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Raices de un polinomio

Son los valores de la variable x para los cuales el valor numérico del polinomio vale 0.

Es decir que a esraizde P(x) < P(a)=0

Ejemplos: P(x)=x"-3x+18 Investigar si 2 y —3 son raices de ese polinomio.

P(2)=
P(-:3) =

Cuando se pide “resolver P(x) = 0” significa hallar las raices de P(x)

Siempre un polinomio de grado n tiene n raices (no necesariamente todas tienen que ser reales:
puede suceder que algunas sean reales y otras sean “imaginarias”, pero en fotal siempre son n raices)

Como obtener una formula a partir de un dato expresado en forma verbal o grafica

DATO FORMULA

"a es raiz de P(x)"

"P(x) es divisible entre (x — )"

. , = P(ax)=0
"P(x) dividido entre (x —«) da resto 0"
La grafica de una funcién de expresion P(x) corta al eje Ox en o
"P(x) dividido entre (x — f) da resto R" = P(p)=R
El punto de coordenadas («,f) pertenece a la grafica = Pla)=p
de una funcion de expresion P(x)
La grafica de una funcién de expresion P(x) corta al eje Oy en k = PO)=k

k es el término independiente
del polinomio

11
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Raices Evidentes

Se le llaman raices evidentes de un polinomio a —1, 0 y 1 porque para chequear si cierto polinomio posee
alguna de esas raices no es necesario evaluarlo y ver si da (. Hay reglas que permiten, simplemente
observando los coeficientes del polinomio, saber si alguna de esas es raiz del polinomio.

El polinomio no tiene término independiente —> una de sus raices es 0
La suma de los coeficientes del polinomio da 0 —> una de sus raices es 1

La suma de los coeficientes de los términos de exponente par es igual

a la suma de los coeficientes de los términos de exponente impar —> una de sus raices es -1
Ejemplos:
P(x)=x"+3x* —10x —> no tiene término independiente > una de sus raices es 0
P(x)=—x+2x"+11x-12 = -1+2+11-12=0 - una de sus raices es 1
P(x)=x-2x*-13x-10 = 1-13=-2-10 - una de sus raices es —1

Como hallar la raiz de un polinomio de 1° grado
P(x)=ax+b (a#0)

Se iguala el polinomio a 0 y luego se despeja la x.

Como hallar las raices de un polinomio de 2° grado
P(x)=ax’ +bx+c (a#0)

—b++b* —4dac

2a

X =

Como hallar las raices de un polinomio de 3° grado
P(x)=ax’ +bx* +cx+d (a#0)

Si se dda como dato alguna de sus raices:
1. Se “baja el grado del polinomio por Ruffini” en esa raiz dada.
2. Quedod un polinomio de 2° grado —> se obtienen las otras 2 raices (ver caso anterior)

Si NO se da como dato alguna de sus raices:
1. Buscar una raiz evidente.
2. Se “baja el grado del polinomio por Ruffini” en esa raiz evidente.
3. Quedo6 un polinomio de 2° grado —> se obtienen las otras 2 raices (ver caso anterior)

12
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION FACTORIAL

Un polinomio P(x) de grado n se puede expresar de la siguiente forma:

P(x)=a(x—x).(x—x,).c.(x—x,)

siendo... el coeficiente principal del polinomio

las n raices del polinomio

Ejemplos:

_ 2
1) Hallar la descomposicion factorial de P(x)=-2x"—4x+6
P(x)= —2(x—1)(x — (—3))
P(x)= —2(x—1)(x+3)
Observacion: si se desarrolla esa expresion (aplicando propiedad distributiva), se obtiene la version
original del polinomio. -2 (x — l) (x + 3) =2x"—4x+6

Las raices de ese polinomio son 1y -3, asi que aplicando el TDF:

2) Hallar un polinomio A(x) sabiendo que tiene raices -2y 3; y que A(2) = 12
raiz: -2 = factor: (x—raiz)=(x—(-2))=(x+2)
raiz:3 = factor: (x—raiz)=(x-3)

Aplicando TDF :  A(x) = a(x+2)(x—3) (*)

Para hallar el valor de a se usa el dato A2)=12: A2)=a(2+2)(2-3)

A(2) = a(4)(-1)
A2)=—4a

—4a=12 = a=-3

Se sustituye el valor hallado de a en (*) y se desarrolla:
A(x)=-3(x+2)(x-3)

A(x)=-3x> +3x+18

Para estar seguros de que ese es el polinomio correcto,

se puede verificar que cumple con todos los datos dados: A(-2)=0
AB3)=0
A2)=12

13
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APENDICE

14



POLINOMIOS

Escrito por Prof. A. Rodrigo Farinha

Funcion Lineal

f(x)=ax+b

acRbeR aA0

\ / corte con Oy
Representacion Grafica: recta

Dominio: R

N

b
v Cero: x=——

a
v Ordenada en el origen: y=Db
v" Crecimiento: >(0 = recta creciente /

sia
<0 = rectadecreciente \
Funcion Cuadratica corte con Oy

ceros
f(x)=ax2+bx+c aeR, beR,ceR, a#0 \\/

v' Representacion Grafica: parabola

v

v

SI

Dominio: R

Ceros:

b* —4ac

Ordenada en

Vértice: Xy =

Concavidad:

M vértice

_h+ 2
>0 = 2 ceros xX= bt ; —4ac 5 { 7 S\

(la pardbola corta al eje x en 2 puntos distintos)

0 = 1cerodoble X = —i f z ; ;
2a

(la pardbola corta al eje x en un solo punto: el vértice)

<0 = no tiene ceros (la pardbola no corta al eje x) \/ >
\VAVA\

el origen: y=c
2a v 4a

>0 = positiva

<0 = negativa

15
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Relaciones entre Raices v Coeficientes de un polinomio de 2° grado

Sea un polinomio de 2° grado cualquiera: P (X) —ax’+bx+c (a # 0) con raices reales

ayp
Aplicando el Teorema de Descomposicion Factorial visto anteriormente, se cumple:

ax’+bx+c= a(x—a)(x—ﬂ)
Aplicando distributiva en el lado derecho de la igualdad:
ax’ +bx+c= (ax—aa)(x—ﬂ)
ax’ +bx+c=ax’—axf-aax+aaf
ax’+bx+c=ax’ —a(a+ﬂ)x+aaﬂ
Por identidad de polinomios, los coeficientes de los términos de igual exponente son iguales:

ax’|+bx+c=|ax’ —a(oH—ﬂ)x +aa f

Coeficientes de x”: a=a (igualdad trivial)
) b ,
Coeficientes de x: —a(a+p)=b— a+fB=——=| suma de las raices
a

L . . c ,

Términos independientes: aaff=c - a.ff=—| producto de las raices
a

Ejemplo:

P(x)=2x>—6x-20

: ~b*~b* —4ac
Sus raices son [aphcando X = } a=5 pf=-2

2a

Entonces:

w5 peo R {a+ﬂ5+(—2)i—2
a.ff=(5).(-2)=-10

b -6
—>=-2=—(-3)=[3
a 2

c_=20_ 7%
a

16
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Raices comunes a dos polinomios

Primer Teorema

Si una raiz es comun a dos polinomios, es también raiz de cualquier combinacion lineal
de esos polinomios.
H) a esraiz de A(x) y de B(x)
T) a estaizde k.A(x)+ pB(x) (keR, peR , k*+p’=0)

Demostracion :

Por hipdtesis: o esraizde A(x) = A(a)=0
o esraizde B(x) = B(a)=0
Sea el polinomio: C(x)=k.A(x)+ p.B(x) (ky p reales cualesquiera no nulos simultdneamente)
Evaluandoloenx =« : Cla)=kA(a)+ p.B(a)=k0+p.0=0+0=0
Sellegbaque C(a)=0 = « esraizde C(x) (TESIS)

Segundo Teorema

Si una raiz es comun a dos polinomios, es también raiz del resto de la division de esos
polinomios.

H) o esraiz de A(x) y de B(x)
gr(A) = gr(B)

T) a esraizde R(x) (restode dividir Ay B)

Demostracion :

Por hipétesis: «a esraizde A(x) = A(x)=0
a esraizde B(x) = B(a)=0

Sedividen los polinomios: A(x) Iﬂ
R(x) 0O(x)
En toda division de polinomios se cumple:  A(x) = B(x).0(x)+ R(x)
Evaluando esa expresion en x = o : A(ax) = B(a).Q(a)+ R(x)
0 =00(a)+R(x)
0 = 0+ R(a)
0 = R(a)

Sellegoaque R(a)=0 = «a esraizdeR(x) (TESIS)

17



